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Soit A = LI(O) I’algdbre enveloppante d’une algtbre de Lie resoluble (5 de 
dimension finie sur un corps k de caracteristique 0. Nous donnons des carac- 
terisations pour qu’un module a gauche M de type tini sur A soit saris-torsion, 
respectivement reflexif. Nous obtenons en particulier au Section 3 un theoreme de 
Bourbaki pour les modules sans torsion, lorsque k est algebriquement clos et (5 est 
algebrique. Un tel resultat a et6 demontri par des methodes entierement differentes 
par M. Chamarie. Notre demonstration consiste a adapter la version commutative 
de ce resultat. Stafford vient de ddmontrer ce resultat en toute gineralite. Le 
paragraphe 4 consiste de l’etude d’invariants analogues au pi de Bass, en algbbre 
commutative noethbrienne. On obtient ainsi une description de la resolution 
injective minimale du A-module a gauche A et il rest&e de cette etude que A se 
comporte comme un anneau de Gorenstein de I’algebre commutative noetherienne. 
Le paragraphe 5 decrit, sous certaines hypotheses, des formules de dualite entre Tor 
et Ext. 
1. MODULES SANS TORSION ET MODULES TORSION-LESS 
Soit A un anneau integre. Un A-module M est suns torsion si lorsque 
ax = 0, a E A, x E M alors a ou x est nul. Un A-module M est dit pre’- 
&jkxif si l’application naturelle M-+&I**, ou (-)* = Hom,(-, A), est 
injective. On commencera par demontrer le resultat suivant: 
THBOR~~ME 1.1. Si U(a), (s algibre de Lie rtfsoluble de dimension Jinie 
sur un corps k, de caract&istique 0, et si M est un A-module de type Jni 
alors M est suns-torsion si et seulement si M est pr&@lexz~ 
Preuve. Pour dtmontrer que “M pre-reflexif’ entraine “M saris torsion,” 
il suffzt de supposer que A est integre et noethlrien a droite et i gauche et le 
resultat est certainement connu; supposons que : M c M**; si am = 0 
a E A, a # 0 et m E M alors m E M**. Puisque A4** est reflexif, il suffzt de 
demontrer l’assertion pour M reflexif. En effet comme A possede un corps 
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des fractions et que M* est de type lini sur A, alors M* c (M*)** d’oti 
(M**)** EM * * et, puisque M* * est un dual, on a l’inclusion inverse. Pour 
prouver que M** est saris torsion, il suffit de prouver que tout dual est saris 
torsion et ceci resulte de l’integrid de A: si N est un A-module et si 
v, E Hom,(N, A), a E A, pa = 0, alors a~&) = 0 pour tout x E N, done a = 0 
ou bien v, = 0. 
Pour demontrer la rtciproque nous supposerons d’abord que k est algebri- 
quement 40s et 0, est algibrique. Soient M un A-module de type fini saris 
torsion et soit SZ(A) le semi-centre de A. Alors si T= SZ, T-‘M est un 
T- ‘A-module saris torsion. Nous aurons a utiliser les theoremes suivants dds 
respectivement a Mac Connell [ 151 et a Stafford [22]. 
THJ?OR&ME 1.2. Si 65 est une algebre de Lie resoluble algebrique sur un 
corps algebriquement clos, pasons A = U(G) et soient SZ(A) le semicentre de 
A et T = SZ, alors T-‘A est de la forme AA @ HA,, oti H est une extension 
de type fini du corps k et 06 A,,, designe la H-algebre de Weyl d’ordre m, 
A:,=A;@,... @n Ai (n facteurs), A i etant ranneau des fractions de A, = 
H[x, y] a denominateurs en les puissances de x. 
TH~OR~ME 1.3. Si M est un A.-module a gauche de typefini saris torsion 
alors M =Z@Ar’ oti Z est un ideal a gauche de A,, . Le theordme precedent 
?&end saris difficulte’ d une algebre de la forme A,, @A; soit en reprenant 
mot a mot la demonstration de Staflord soit en passant par localisation, de 
A nt,,,, d A,, @A;. 
Revenons a la demonstration de 1.1. On a done T- ‘M = Z 0 (T-‘A)‘S’, 
oti Z est un ideal a gauge de T-‘A. Supposons prouvi que Z est pri-reflexif; 
soient c: M -+ M* * l’application canonique et N = ker c. Alors T-‘N = 0 et, 
puisque N est un T-‘A-module de type fini, il existe s E SZ(A), s # 0 tel que 
sN = 0; d’ou N = 0, puisque M est saris torsion. A present le resultat 
provient de la remarque suivante: soit Z un ideal a gauche d’un anneau 
integre B. Soit c: I+ Z ** I’application canonique. Si c(x) = 0 alors 
q,(f) = f (x) = 0 pour tout f E Z* = Hom,(Z, B); en particulier pour f = id,, 
on obtient x = 0; done Z est pre-reflexif. 
Supposons a present le corps k algebriquement clos et I’algebre resoluble 
0 non necessairement algebrique. Si F dlsigne une enveloppe algebrique de 
8, alors 59 est resoluble algebrique et tout chaine saturee d’espaces vectoriels 
entre 6 et F est une suite d’ideaux de F, chacun de codimension 1 dans 
celui qui le suit. 11 suffit done de demontrer que si 8 est un ideal de 0 i, tel 
que tout U(B,)-module de type fini sans-torsion est pre-reflexif, il en est de 
meme pour (fi; U(B) est une extension de Ore de U(B,); soit U(B,) = 
U(0)[X16. Soit M un U(6)-module saris torsion de type lini, alors le U(B,)- 
module UC@,) Outs, M = N est de type fini et saris torsion. Soit une relation 
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de la fome (b, + Xb, + a.. + Xsbs)(m, + Xm, + ... + X’m,) = 0, bi E U(6), 
mi E M avec b,, m,. non nuls; alors le terme du produit de plus haut degre en 
X est XS’rb,m, = 0 done b, ou m, = 0, ce qui est impossible. Le module N 
se plonge done dans N” ou N’ = Horn UN&Y UC@,)> ‘u 
Hom,&%4, U(B)) @ U(Q5,) le dernier isomorphisme resultant de ce que 
U(6,) est libre sur U(0). D’ou: NC. U(B,) @ M** = N”. Soit 
0 -+ ker c -+ M+C M* * ou c est l’application canonique. On a 
U((li,) @ ker c = 0 d’oti par tidele platitude de U(6,) sur U(B), ker c = 0. II 
ne reste plus qu’a etudier le cas oti k n’est pas algebriquement clos et la 
demonstration est un exercice d’algebre lineaire. 
Supposons k quelconque de caracttristique 0 et soit E une cloture 
algebrique de k. Soit M un U(B)-module de type fini saris torsion et soit 
fi = Eok M le ff@, U(6) = U(G), 6 = f @ E, le module correspondant. 
Soit s= U(&)\O et soit N le noyau de I’homomorphisme canonique de & 
dans g-ii@. On va montrer que Mn N = 0 oti M est identifit au sous- 
espace 1 @M de A!?. Supposons qu’il existe x, x # 0, x E M n N. Alors, 
puisque x appartient i ker(M+ S --‘A?), il existe a’ E U(6), a’ # 0 tel que 
6x = 0. Soit (3Li)ie, une base de k’ sur k et (ai)jeJ une base de U(6) sur k. 
Ah (1; 0 aj)(i,j)erxJ est une base de k”@ U(Q) sur k; on peut done ecrire 
&=,au,A, @a, f ..’ +&Ar@a, avec Pi E k, Pi # 0 
et on a: 
Chaque a,x est non nul car M est saris torsion. Soit a,x, a,x,..., a,x une 
famille lineairement indtpendante sur k et maximale pour cette propriete 
dans {a,~,..., a,x). On a alors: 
a s+,X=V~+‘)a,x+ *** +V~+“a,x 
a x=Fa r I 1 x+ . . . + ““‘a x 5 s oti les r(j) E k. I 
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La famille { 1 @ a,x}, i = l,..., r est lineairement independante dans 
$i = ff@ M. Done 
Comme les ,Ji sont lineairement independants sur k on a: ,u, = +.a = ,uu, = 0 ce 
qui contredit l’hypothbe faite sur les pi. Alors M s’injecte dans fi/N, iden- 
tifie a un facteur du Respace vectoriel i% Comme Let M engendrent fi, on 
a nicessairement N = (0) et fi est saris torsion sur U(6). Par suite on a 
i@ c a* * ou (-)* = Hom,,g,(--, U(6)), i.e., f@ M* * 2: k @ M. L’ap- 
plication canonique c de M dans son bidual M** se prolonge en l’injection 
ff@ c de I$$ dans A* *. 11 en resulte que ker c = (0) done M est saris torsion. 
Le theortme 1.1 &tend a toute algebre de Lie 8 telle que l’enveloppe 
algebrique de l’extension de 8 a une cloture algebrique de k satisfait la 
conjecture de Gelfand-Kirillov. En particulier, 1.1 est valable pour U(sZ,(C)) 
[ 111; 1.1 est aussi valable pour certains anneaux quotients d’algebres 
enveloppantes qui satisfont la conjecture generalisee de Gelfand-Kirillov. 
2. MODULES R~FLEXIFS SUR L'ALG~BRE ENVELOPPANTE 
D'UNE ALGkBRE DE LIE RiSOLUBLE 
Soit A = U(6) l’algebre enveloppante dune algebre de Lie (tj sur un corps 
k algebriquement ~10s. Si P est un ideal premier (done complitement premier 
(cf. [lo]) de hauteur 1 de A, alors P = ti = Au oi u appartient au semi- 
centre de A, note SZ((5) (cf. [ 191). Puisque SZ(B) est un anneau 
commutatif factoriel ([ 19]), on a A = npEpcA)Apn (SZ)-‘A oii P(A) 
designe l’ensemble des ideaux premiers de hauteur 1 et, en raison de la forme 
de P, P est localisable au sens classique (cf. [ 1 I). On note SZ l’ensemble des 
semi-invariants non nuls. 
Brown, Harjanaris, et MacEacharn ont aussi demontre une telle egalite [5] 
pour certains anneaux de dimension homologique globale linie. 
THBOR~ME 2.1. Soit M un A-module 6 gauche de type fmi saris torsion. 
Alors les conditions suivantes sont t!quivalentes: 
(a) M est rflexif: 
09 On a M = fLPfA) Mp n (SZ)-‘M et (SZ)-‘M est un (SZ)-‘A- 
module r$exiJ: 
(c) Ass( V/M) E P(A) U {0}, 02 V=K@,M=S-‘M, S=A\(O), K 
est le corps des fractions de A, et (SZ)-‘M est (SZ)-‘A-rbflexif: 
130 M. P. MALLIAVIN 
La demonstration est calquee sur les cas commutatif [4]. On identifie V i 
Hom,(Hom,(V, K), K) au moyen de l’application naturelle c, : 
x + {v F+ p(x)} et le A-module a droite M* = Hom,(M, A) s’identifie a l’en- 
semble {x* E Hom,(V, K), x*(x) E A pour tout x E M}. D’autre part si P 
est un ideal premier localisable de A on a: (M*), z (Mp)* (cf. ] 17 1). Le 
theoreme 2.1 resultera des propositions 2.2, 2.4 suivantes; dans lesquelles on 
conserve les mimes notations que prtcedemment. 
PROPOSITION 2.2. On a M* = npcPcA) Mp* fI (SZ)-‘M* pour tout A- 
module ci gauche M de type fini. 
Preuve. Le module M* etant saris torsion on a tvidement: M* c h4p* 
pour tout P E P(A) et M* c (SZ)-‘M* = ((SZ)-‘M)*. D’oti l’inclusion 
M* E C-hww Mp* ~7 (SZ)-‘M*. Soit x* E n,,,,,, Mp* IT ((SZ)-‘)M)*; 
alors pout tout x E M, on a x*(x) E flPGP A,n (STplA = A car 
((SZ)-‘)M)* = (x* E H om,(V, K) 1 x*(x) E (SZ)-‘A pour tout x E M}. 
D’oti x* E M* et l’egalite est demontree. 
COROLLAIRE 2.3. Si M est un A-module de typefini suns torsion on a: 
M** = n M, n (SZ)-‘M**. 
PEP(A) 
Preuve. La proposition 1.2 appliquee a M” prouve que 
M** = n Mp** n (SZ)-‘M**. 
P CPU) 
L’anneau A, &ant un anneau de valuation discrete est hereditaire a droite et 
a gauche. Done Mp est un A,-module libre de type fini. D’oti Mz* z M, et 
le corollaire en resulte. 
PROPOSITION 2.4. Si x E A, x f 0, il n’existe qu’un nombrefini d’idiaux 
P dans P(A) qui contiennent x. 
Preuve. Supposons que x E A appartiennent a une infinite d’idiaux 
premiers P de P(A), soit (Pi)i,, ; Pin SZ(A) est un ideal premier de hauteur 
1 de l’anneau factoriel SZ(A) ([ 171); les Pi n Sz(A) sont deux a deux 
distincts car les Pi le sont et sont engendres par des elements de SZ(A). Mais 
dans l’anneau factoriel SZ(A), on a ni (Pin SZ(A)) = 0 pout toute famille 
intinie d’idlaux premiers de hauteur 1. Done (n,,, Pi) n SZ(A) = 0 et, 
puisque tout ideal bilatere de A rencontre le semi-centre ([lo]) on a 
nis, Pi = (0), ce qui contredit x E n,,, Pi. 
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Preuve du tht!or&ne 2.1 
(a) + (b). Si M est riflexif alors (SZ)- ‘M est (SZ)- ‘A-rtflexif et (b) 
rksulte du corollaire 2.3, 
(b) a- (a). L’C?galiti M = nPEPcAj Mp n (SZ)-‘M* * = M* * r&sulte du 
corollaire 2.3. 
Q4 3 (4. On a M= fLPtA) M,n((SZ)-‘Metonanotk V=K@,M. 
On remarque d’abord que V/M s’identifie naturellement g un souw-module 
du produit direct C = n,,,,,, V/M, X V/(SZ)-‘M. Pour celi, soit cp: 
V+ C l’application qui i u E V fait correspondre (up, ~7)~~~~~) oti up est la 
classe de u modulo M, et v’ celle de v modulo (SZ)-‘M. 11 est clair que 
M c ker p; d’autre part si v)(v) = 0 alors u E n,,,,,, Mp ~7 (SZ)-‘M = M; 
d’oti l’identification. En fait V/M, par l’identification prkcidente, est contenu 
dans la somme directe: 
u V/M, x V/(SZ)- ‘M. 
Pey‘4) 
En effet si L est un sousd-module libre de M engendrk par une base 
e, , e2 ,.-, e, de V sur K, chacune des coordonntes xi d’un point x E V par 
rapport i la base e 1 ,..., e, appartient g A, sauf pour un nombre fini de 
P E P(A), d’aprks la proposition 2.4. Par suite x E L, c Mp, sauf, au plus, 
pour un nombre fini de P E P(A). 
La relation V/M c &EPcAj V/M,, x V/(SZ)-‘M entraine alors, d’aprks le 
lemma intermidiaire 2.5 et son corollaire 2.6, l’inclusion: 
Ass.4v-Pf) c u Ass( y/M,) U Ass( V/(SZ) - ‘M). 
PEP(A) 
Remarquons d’abord que si un A-module N est rkunion d’une famille de sous 
modules (Ni)ipl, on a: 
Ass(N) E u Ass(N,). (*I 
isl 
En effet, si P est un idkal premier associk g N alors, par dClinition il existe un 
sous-module X, X # 0, de N tel que P = Ann,(Y) pour tout sous-module non 
nul Y de X. D’autre part, puisque Xf (0), il existe i, E I tel que 
X n Ni, # (0). Done P E Ass(Ni, n X) c Ass(N,J E Ui,, Ass(N,). 
LEMME INTERM~DIAIRE 2.5. Soit Q un sous-module de N. On a: 
Ass(Q) G Ass(N) G Ass(Q) U Ass(N/Q). 
Preuve. La premitre inclusion r6sulte de la dktinition de Ass. Si 
P E Ass(N) et si Xc N, X # 0, est un sous-module de N tel que P = Ann(Y) 
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pour tout sous-module non nul Y de N alors, dans le cas ou Xn Q # (0), P 
est associe i Q; sinon Xc N/Q et done P E Ass(N/Q). 
COROLLAIRE 2.6. N = Uie, Ni est un A-module somme directe sune 
famille de A-sow-modules Mi, on a: Ass N c IJi,, Ass(Ni). 
Preuve. LIie,Ni= U./ (LIieJNi> oti J parcourt l’ensemble des parties 
tinies de I. On a done, d’aprb la remarque precedent 2.5 et d’apres 2.5: 
c(J u ASSNi=UASSNi* 
J ieJ I 
Terminons la preuve de (b) 3 (c). Un element a E A\P, etant inversible dans 
A,, ne peut annuler un sous-A,-module non nul du A,-module V/M,. Les 
elements de Ass(VIM,) sont done contenus dans P et sont # (0) puisque 
VIM, est un A,-module de torsion et que K = T-IA,, oti T est la partie 
multiplicative { 1, 24, u* ,... }, u &ant un generateur de P appartenant au semi- 
centre de A. Comme ht P = 1, on a necessairement Ass(V/M,) = (P) si 
V/Mp # (0) et Ass( VlM,) = 0 si V/Mp = (0). 
Entin, I’anneau (%?-‘A &ant simple, i.e., saris ideaux bilateres propres, 
on a, soit Ass(V/(SZ)-‘M)=O, et dans ce cas V= (SZ)-‘M, soit 
Ass( V/(SZ) - ‘M) = (0). 
(c) * (a). Puisque M c M* * c V, il rest&e du lemme 2.5 la premiere 
des inclusions suivantes: 
Ass(M* */M) c Ass(V/M) c P(A) U { (0)). 
Puisque A, est hereditaire et Mp est de type tini saris torsion sur A,, il est 
libre; done Mp** = Mp pour tout P E P(A). Par suite P n’appartient pas a 
Ass(M**/M). On a done: 
Ass(M* */M) c { (0)). 
Si Ass,(M* */M) = 0, alors M = M ** et (a) est dimontrt. Supposons que 
Ass,(M**/M) = (0) et yosons U= M**/M. On a (SZ)-‘U= (0) par 
hypothese et il existe Xc U, X # 0, tel que pout tout Y c X, Y # 0, on a 
Ann, Y = (0). Qn peut supposer que X est de la forme Ax, avec x E U, 
x # 0. Comme (SZ)-‘Ax = 0, on a: x/l = 0 et il existe s E SZ, tel que 
sx = 0. D’oi Asx = 0 = SAX, car s est un Clement normalisant de A. Done 
s E Ann,(Ax) ce qui contredit le fait que Ann,(Ax) est (0). 
On utilisera les deux resultats suivants au Section 3. 
PROPOSITION 2.7. Soft 0 + M + N + Q + 0 une suite exacte de A- 
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modules a gauche. On suppose N de type fini et saris torsion. Si M est 
r$lexif, alors on a: 
Ass,(Q) c P(A) u (01. 
Preuve. Posons V = K @A M, W = K @,., N, oti K dbigne le corps des 
fractions de A. D’oti les suites exactes de A-modules a gauche: 
o-3 V/M+ W/M+ W/V-PO, 
O+QzN/M+ W/M+ W/N-+0. 
11 resulte du lemme 2.5 que 
Ass,(Q) c Ass, (W/M) c Ass,,, (V/M) U Ass(M/ I’). 
Comme M est reflexif on a: 
AssA(I’-/M) c P(A) U (0) d’apres le theoreme 2.1. 
D’autre part il est clair que Ass,( W/ V) est soit 0 soit (0). D’ou le 
rbultat. I 
On pose M(P) = M,/PM, et k(P) = A,/PA, = Fr(A/P) si P est un ideal 
premier de hauteur 1 de A. Si n = dim,(K OA M) alors M(P) = k(P) @A M 
est un k(P)-espace vectoriel de dimension n, si M est un A-module saris 
torsion. 
Si x E M on note x(P) l’image de x dans M(P). On conserve les notations 
du theoreme 2.1. En particulier, M est saris torsion. 
LEMME 2.8. Soit x1, x2 ,..., x, des elements de M lineairement 
independants sur K. Soit L sous-A-module de M engendre par les xi. Alors: 
(1) pour presque tout P E P(A) les x,(P) E M(P) sont lineairement 
independants sur k(P); 
(2) les x,(P) sont lineairement independants pour tout P E P(A) si et 
seulement si Ass(M/L) est contenu dans (0). 
Preuve. Soit xi, x2 ,..., xm, x,+ I ,..., x,EMunebasede V=K@,Msur 
K et soit N = u:= i Axi le sous-A-module libre de M engendre par les Xi. 
Puisque M est de type tini sur A, il existe z E K, z # 0, tel que 
NEMEzN. 
Mais, d’apres le proposition 2.4, z est inversible dans A, pour presque tous 
les P E P(A). Dow Np = Mp pour presque tout P et les x,(P),..., x,(P) 
forment done, pour presque tout P, une base de M(P) sur k(P). 
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(2) Supposons Ass(M/L) c (0); alors on a: Ass(M,/L,) = (0) quel que 
soit PE P(A) done M,/L, est libre sur A,, car A,, est un anneau de 
valuation. Done M, = L, u E ou E est un A,-module libre de rang n - m et 
M(P) = L(P) u E/PE, oti E/PE est un k(P)-espace vectoriel de rang n - m. 
Done L(P) est de rang m. Comme L(P) est engendre par les x,(P), 
i= 1 ,..., m, ces derniers sont lineairement independants sur k(P). 
Inversement, supposons les xi(P), i = l,..., m, lineairement independants 
sur k(P) pout tout P E P(A). Alors, en appliquant le lemme de Nakayama, il 
en resulte que L, est facteur direct de Mp pout tout P. Par suite M,/L, = 
(M/L), est saris torsion pout tout P E P. Done P(A) r‘l Ass(M/L) = 0, sinon 
il existerait 0 # N c M/L et P E P(A) avec P = Ann(T) pour tout sous- 
module non nul T de N. Comme L est reflexif, il resulte de la 
proposition 2.7, que Ass(M/L) G {O}. 
3. UN THI~OR~ME DE BOURBAKI POUR LES ALG~BRES ENVELOPPANTES 
D'ALGtiBRES DE LIE Rl?SOLUBLES ALGBBRIQUES 
Dans tout ce paragraphe l’algebre de Lie resoluble 8 est algebrique et le 
corps k est algebriquement ~10s. 
THBOR~ME 3.1. Soit M un A-module saris torsion de type Jini. On 
suppose que le rang de M est supbieur ou bgal ci 2. Alors il existe un &fment 
x E M, x E 0, tel que M/Ax soit saris torsion. 
Preuve. Soit y # 0, y E M un element tel que y/l engendre un (SZ) -‘A- 
module cyclique facteur de (SZ)-lM, ceci est possible d’apres ie thioreme 
de T. Stafford cite au paragraphe 2. D’apres le lemme 2.8(l), l’ensemble: 
Y= {PEP( y(P)=O}estlini. 
Si Y = 0, le lemme 2.8(2) applique a {x, = y} entraine que 
Ass(M/Ay) c {O}. Comme rang M> 2, on a Ass(M/Ay) # 0. Done 
Ass(M/Ay) = {O}; il en resulte que M/Ay est saris torsion: en effet 
(SZ)-‘(M/Ay) est saris torsion sur (SZ)-‘A d’aprls le choix de y: si rm = 0, 
r E A, r # 0 et m E M/Ay alors on aurait r/l . m/l = 0 dans (SZ)-‘(M/Ay); 
done m/l = 0 dans (SZ)-‘(M/Ay) et il existerait z E SZ tel que zm = 0; 
mais alors (z)Am = (0) ce qui est impossible si m # 0 car Ass(M/Ay) = (O}. 
Si Y # 0 on va prouver qu’il existe z E M tel que l’ensemble 
{PEP(A) ( z(P) = 0) est strictement contenu dans Y. Pour cela, soit 
P,=As=sA dans Y. On a fl “>,, As” = 0. Comme y # 0, il existe n tel que 
y = s”z, z & P,M. 11 est facile de verifier que z convient. De proche en 
proche on obtient ainsi x E M tel que M/Ax soit sans torsion et on est 
rameni au cas od Y est vide. 
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THBOR~ME 3.2. Soit M un A-module saris torsion de type fini oti 
A = U(B), 6 &ant une algebre de Lie algebrique resoluble sur un corps k 
algebriquement clos de caracteristique zero. 
Alors il existe un sous-module libre L de M tel que M/L soit isomorphe a 
un ideal a gauche de A. 
Preuve. On procede par recurrence sur n = rang M. Si n < 1, M est 
isomorphe a un ideal a gauche de A et il n’y a rien a demontrer. Soit n > 2. 
D’apres le lemme 2.2 il existe un sous-module libre de rang 1 de M, soit L,, 
tel que M/L, soit saris torsion. Alors M/L, est de rang n - 1 et I’hypothese 
de recurrence entraine l’existence d’un sous module libre L, de M/L,, tel que 
(M/L,,)/L, est isomorphe a un ideal a gauche de A. Soit L, c L c M oti L 
est un sous-module de M tel que L/L,, = L, ; alors L N L, u L, ; done L est 
un sous-module libre de M et M/L est isomorphe a un ideal a gauche de A. 
Le theoreme precedent a et6 dtmontre par une autre mtthode, qui 
s’applique a des anneaux plus generaux que des algebres enveloppantes, mais 
qui ne donne rien de plus pour des algebres enveloppantes d’algibres de Lie 
resolubles non algebriques, par Chamarie [9]. Recemment Stafford a ttabli 
(non publie) un theoreme de Bourbaki pour les anneaux de Krull au sens de 
Chamarie. 
4. LE.S,L+DE BASS POUR L'ALG~BRE ENVELOPPANTE 
D'UNE ALGiBRE DE LIE RkSOLUBLE 
Soit A une k-algdbrefiltree, sur un corps k de caractkistique 0, i.e., une 
algebre munie dune filtration croissante et exhaustive par des sous-k-espaces 
vectoriels FU, v E Z, telle que X0 = (0) pour v < 0 et ;T = k, &q 5.5+ j. 
On supposera toujours que le grad& associe Gr,A = ~i.+o~/~-, est un 
anneau commutatif noetherien. Posons B = GrdA). Si GrdA) = B est un 
anneau de Gorenstein de dimension pure w, c’est-a-dire que, pout tout ideal 
maximal J de B (dont on oublie la graduation) l’anneau local (Gr,A),,est 
Gorenstein de dimension de Krull w, alors pour tout B-module N de type tini 
on a: 
Ext;(Ext&V, B), B) = 0 si j < i. 
Ceci signifie que le grade du B-module Ext#, B) est >i en appelant grade 
d’un B-module T l’infimum des j tel que Ext’,(T, B) # 0. 
Cette notion de grade s’etend saris difftcultt aux modules a gauche (ou a 
droite) sur un anneau A non commutatif. Si A est une k-algebre filtree telle 
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que GrdA) est un anneau de Gorenstein de pure dimension w, Levasseur 
[ 141 a dtmontre (generalisant un resulte de [2]) que l’on a: 
Ext$(Ext;(M, A), A) = 0 si j < i et si M est un A-module de type lini. 
Rappelons le resultat suivant [20]. 
PROPOSITION 4.1. Si A est une k-algibre JltrPe dont le grad& associP 
est un anneau de Gorenstein, alors dans la r&olution injective minimale du 
A-module h gauche A: 
O+A+E,-+E,-, .‘. 
la dimension homologique faible de Ei est inf&ieure ou bgale ci i. 
On suppose dans toute la suite du paragraphe que A = U(B) oi 8 est une 
algebre de Lie resoluble sur un corps k de caracteristique 0. On considke sur 
A la filtration naturelle deduite du theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt. On 
sait [ 141 que l’anneau A est de Cohen-Macaulay au sens que la hauteur de 
P(ht P) est Cgale au grade du A-module (a gauche ou a droite) A/P note 
gr(A/P). On a aussi la formule 123) ht P = GK-dim, A - GK-dim, A/P oti 
GK-dim, est la dimension de Gelfand-Kirillov. I1 resulte aussi de [2] que 
l’on a pour tout A-module de type tini a gauche M, gr M + GK-dim M = 
GK-dim A, oti GK-dim M est aussi la dimension de Berstein de M et oti 
gr M est note j(M) dans [ 21. 
11 serait utile d’avoir une reponse a la question suivante: Si M est un 
A(=U(B))-module a gauche de type fini et si Z = Ann,(M) est l’annulateur 
de M, a-t-on Extft(M, A)Z = 0 pour tout i, oi la structure de module a droite 
sur Exta(M, A) provient de celle de A? 11 suffirait de pouvoir demontrer que 
si Z est un ideal bilatke de A alors Ext:(A/Z, A)Z = 0 pour tout i, oti les 
Exti(A/Z, A) sont calcules pour la structure de A-modules a gauche de A/Z et 
de A. Je ne sais demontrer ce resultat que si Z est engendre par une suite 
regulihe centralisante. K. A. Brown, P. Ducloux, T. Levasseur, et C. Moeglin 
viennent de dtmontrer que la reponse i cette question est negative en general. 
Ceci est vrai pour tout ideal premier P de hauteur 1 dans A. D’autre part il 
est facile de voir que si (Yj est une algebre de Lie resoluble pour laquelle 
l@ 8, oti I? est une cloture algebrique de k, donne une reponse positive a la 
question alors il en est de meme pour 8, car on a k”@ Exta(A/Z, A) = 
Ext#/x 2) et 1 @ Z c f= lok I. Done Ext#/E A)( 1 @ I) = 0 d’oti 
R@, ExtL(A/Z, A)Z = 0 et Ext:(A/Z, A)Z = 0. Si P est un ideal premier de A 
on note pi(P, A) la dimension sur Fr(A/P) du Fr(A/P)-espace vectoriel 
WA/P) Oa,p Extj(A/P, A) oi Ext’ est calcull pour les A-modules i gauche 
A/P et A et oti la structure de A/P-module a gauche sur Exti(A/P, A) 
provient de la structure de A/P-module a droite sur A/P. En algebre 
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commutative noetherienne les cardinaux sont les ,ui introduits par Bass (cf. 
Ill). 
On utilisera le resultat suivant (theortme 4.15 Chap. II [2]). 
THBOR~ME 4.2. Soit P un ideal premier de A et soit M le A-module a 
gauche A/P. Soit d la hauteur de P et o = dim 8 = gl dim A = GK-dim A. 
Alors il existe une filtration de M par des sous-modules Pi(M): 
(0) El-,,(M) c Z-,(M) c_ ..a c l-,(M) = M 
dont les facteurs M(O),..., M(o) sont les premiers termes des suites exactes 
courtes : 
0 + M(t) -+ Ext,“-‘(Ext,“-‘(M, A), A) + W, -+ 0 
telles que, pour chaque t, le A-module h gauche W, est isomorphe d un sous- 
quotient de la somme directe: 
Ext,O-‘+*(Ext,W-‘+‘(M,A),A)LI ... I.IExt,“(Ext,“-‘(M,A),A). 
COROLLAIRE 4.3. On a M(t) = (0) pour t = w, o - l,..., w  - d + 1 et 
M = r,-,(M). 
Preuve. Si III - t < d = ht P = gr(A/P), c’est-a-dire si t > w  - d, on a 
Ext,W-‘(M, A) = 0. D’ou M(t) = 0 et par suite M = r,(M) = 
P,-,(M) = .a. = f,-,(M). 
LEMME 4.4. Le A-module a gauche Exti(Extj(M, A), A) est non nul. 
Preuve. Conservons les notations de 4.2 et supposons que 
Ext,d(Ext,d(M, A), A) = 0. Alors on deduit de la suite exacte correspondante 
que M(,w - d) = 0 et done que M = r,(M) pour un indice r < w - d - 1. 
Comme M n’est pas nul, il existe un indice r < w  - d - 1 tel que M = F,(M) 
est distinct de rr-,(M), i.e., M(r) # 0. Posons q = o - r. De la suite exacte: 
O+M/T,-,(M)-+Ext;(Ext;(M,A),A)+ W,+O 
on deduit, puisque M(r) # 0, que Exti(Ext;(M, A), A) # 0. D’aprb [2] on a: 
GK-dim ExtP,(Ext’j(M, A), A) = w - q = r. 
Done GK-dim M/P,- ,(M) Q w - q, En procedant de la meme facon pour 
tous les M(u) u = r, r - l,..., 0 on a GK-dim M(u) < o - q. Done [24] on a 
GK-dim M < o - q < w  -d et ceci est impossible car GK-dim M= 
GKdim A/P = o - d. 
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LEMME 4.5. Conservant les notations de 4.2, on a Fr(A/P) Y Fr(A/P) mg,d 
Ext,d(Ext,d(M, A), A) ozi M est le A-module B gauche A/P, d la hauteur de P 
et Fr(A/P) le corps des fractions de A/P. 
Preuve. On deduit du lemme 4.4 que M = r, -&M) et 
Exti(Ext:(M,A),A)# 0. D’apres le theoreme 7.10 Chap. II de [2], le A- 
module a gauche Exti(Exti(M, A), A) est de GK-dimension pure w - d = 
GK-dim A/P, i.e., chaque sow-module non nul de Exti(Exti(M, A), A) a 
pour GK-dimension w - d. Considerons la suite exacte: 
O-,M(e+d)=MIT,+,(M)+Ext,d(Ext,d(M,A),A)+ W,..,+O. 
Supposons demontri que M(w - d) # 0. Alors, d’apres la pureti du terme 
median de la suite, on a: 
GK-dim M(o - d) = w - d = GK-dim M = GK-dim M/T”..,_ ,(M). 
11 s’en suit que P,-,- i(M) = (0), car sinon il existerait un ideal a gauche I 
de I, 13 P tel que r,-,- i(M) = I/P. Soit a E I, a 6 P; alors a est regulier 
dans M et GK-dim M/Ma < GK-dim M - 1, [ 31. A fortiori on aurait GK- 
dim MIT,-,- i < w - d - 1, ce qui contredit l’egalite GK-dim MIT,_,-, = 
u - d. Le fait que M(w - d) est non nul resulte de la demonstration de 4.4, 
mais rbulte aussi de la remarque suivante: si M(w - d) = (0) on aurait 
W w-d = Ext,d(Ext,d(M, A), A) et GK-dim( W,-,) = w  - d; or W,-, est un 
sous-quotient de la somme directe: 
Extj+‘(Ext‘j+ ‘(M, A), A) LI ..a LI Ext,“(Ext,“-‘(M, A), A) 
et done, d’apres le lemme 7.3 de [2] on a: 
GK-dim( W,-,) < w - (d + 2) = o - d - 2 = GK-dim A/P - 2 
et on obtient la contradiction: w - d < (w - d) - 2. 
On obtient done M(o - d) # 0, r,_,-,(M) = (0) et la suite exacte de A- 
modules a gauche: 
O+M-,Ext,d(Ext,d(M,A),A)+ W,-,+O 
avec GK-dim‘ W o-d < GK-dim A/P - 2. On a done aussi GK-dim w,< GK- 
dim A/P - 2 oti @= W/PW. 11 en resulte que S-i p= (0) si S = (A/P)\(O); 
en effet chaque sous-module monogene de w est de la forme A/Z oli Z est un 
ideal a gache de A contenant strictement P. Done S-‘(A/I) = 0 et 
S-‘W=(O). On va en diduire we Fr(A/P) N Fr(A/P) 0, 
Ext:(Ext$(M, A), A). Posons Vd = Ext,d(Exti(M, A), A). Alors on a la suite 
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exacte: O+,A/P+ Vp W,-, + 0 que l’on tensorise a gauche par A/P pour 
obtenir la suite exacte: 
Torf(A/P, W,-,)-+A/P-+ v,- Fwpd+O, 
ou vd= Vd/PV& Wwsd = W,_,/PW,-,. Cette suite se decompose en les 
trois suites exactes suivantes: 
(1) Torf(A/P, Ww-d)+J/P+O, 
(2) O+J/P+A/P+A/J+O, 
(3) O+A/J+ vd+ w,-,+O, 
oti J est un ideal a gauche de A contenant P. Si J = P, la suite exacte (3) 
devient: 
oti S = (A/P)\O; comme S-’ w,-, = 0, on a S-’ vd = Fr(A/P) et l’assertion 
est demontree. Supposons que J contienne strictement P et montrons que l’on 
arrive a une contradiction. En effet si J$P, on a necessairement GK- 
dim A/Jg GK-dim A/P car on peut choisir a E J, a 6C P et GK- 
dim(A/P + Aa) < GK-dim A/P - 1 d’apres 1.1-1.4 de (31. D’autre part nous 
allons verifier l’inegalite stricte: 
GK-dim Tor:(A/P, W,-,) < GK-dim A/P. (*> 
11 risultera alors de la suite (1) que GK-dim J/P est strictement inferieure a 
GK-dim A/P et de la suite (2) et de [23] que GK-dim A/P < GK-dim A/P, 
ce qui est la contradiction cherchee. 
Pour verifier (*), on procede de la maniire suivante. On tensorise a droite 
la suite exacte 
O-tP+A-tA/P-tO 
par W,-, et on obtient la suite exacte: 
O-+Torf(A/P, Ww-d)+P@A Ww-d-+ Ww-d+ w,-,+O. 
Done GK-dim Torf (A/P, W,-,) < GK-dim(P @A W,-,) et puisque P est 
un ideal bilatere de A, la faible-invariance de GK-dimension ([23]) donne 
l’inegaliti: 
GK-dim(P @A W,-,) < GK-dim W,_, 
et par suite (*) est demontrt ainsi que le lemme. 
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PROPOSITION 4.6. Soient 8 une algebre de Lie resoluble de dimension w 
sur un corps K de caracteristique 0, A = U(G), P un ideal premier de 
hauteur d de A, K le corps des fractions de AjP et M le A-module a gauche 
A/P. Alors on a: Extj,(M, A) @A K = (0) pour i # d et le rang de Goldie du 
A/P-module a droite Ext:(A4, A) @A/P est &gal a 0 ou 1 suivant que la GK- 
dimension de Exti(M, A) @A/P est strictement inferieure a w - d ou &gale a 
w - d. 
Preuve. Posons Ni = Exti(M, A); c’est un A-module a droite de type fini 
pour la structure provenant de la structure de A-module a droite sur A. Si 
i < d, Ni = (0) puisque d est egal au grade de AM. Supposons i > d; de [2] 
(lemme 7.3) resulte l’inegalite GK-dim Ni < w  - i; done GK- 
dimNi<w-d; par suite Ni@,K=(Ni@,A/P)[S-‘I=0 pour i#d oti 
S = (A/P)\(O) et d one ExtL(M,A)@,K=O pour i#d. 
Posons N = Nd et fl= Nd/NdP. Nous commencerons par verifier que 
K @A Extft (fl, A) est nul si i # d et est isomorphe a K pour i = d sous 
l’hypothese que Exti(fl, A) # 0; les Ext{(#, A) sont munis de la structure de 
A-modules a gauche provenant de celle de A. Si i < d, Exti(fi, A) = (0), car _ 
N est un A/P-module de type fini, et par suite le grade de N est supkieur ou 
egal a d > i. Si i > d, d’apres le lemme 7.3 de [2], on a l’inegalite: 
GK-dim Extj,(fl, A) < w - i; 
d’ou GK-dim Ex_tL(N, A) < o - d = GK-dim A/P; par suite GK- 
dim A/P @A Exti(N, A) ( GK-dim A/P et S-r(Ext:(F, A)/P Extj,(N, A)) = 
K @A Extf,(N, A) = 0. Supposons que Exti(#, A) # 0 et considerons la suite 
exacte: 0 + NP -+ N -+ 3 -+ 0; on obtient: 0 -+ Extt(fl, A) -+ Ext,d(N, A), done 
Ext:(fi, A) est de pure GK-dimension w  - d. La suite exacte (cf. lemme 4.5) 
O-M=A/P+Ext,d(N,A)+ W,_,+O, 
ou GK-dim W w-d< cc) -d - 2, induit sur le sous-module Exti(i,A) de 
Ext,d(N, A) une suite exacte: 
O+MnExt‘#,A)-tExt;@A)+(Ext;(fl,A)+M)/M+O 
dont le dernier terme, &ant un sous-module de Wwed, est de GK-dimension 
strictement inferieure i o - d. De la partitivitt de la GK-dimension [23], 
resulte que la GK-dimension de MA Ext,d(N, A) est w  - d. On a done une 
suite exacte de A-modules i gauche: 
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oti J est un ideal i gauche de A, J$ P et GK-dim @ < o - d; en tensorisant 
cette suite avec A/P, on obtient: 
Torf(A/P, @)- J/P+A/P@, Ext:(N,A)+ q/P@+ 0 
On virifie, comme dans le lemme 4.5, que Torf(A/P, I@ est un sous-module 
de P aa @, done sa GK-dimension est strictement inferieure i w  - d. 11 en 
resulte que l’application q est nulle, sinon il existerait un ideal a gauche L de 
A, contenant strictement P, tel que Im v, = L/P; on aurait GK-dim(L/P) < 
w  - d et GK-dim A/P = Sup[GK-dim A/L, GK-dim(L/P)] serait strictement 
inferieure a w  - d. Puisque Im a, = (0) on a suite exacte: 
O+J/P+A/P@,Ext‘#,A)+ ti/P&O 
et, on obtient puisque J$ P et que GK-dim l&‘/P@ < o - d, I’isomorphisme: 
K=K@, Ext,d(fl,A). 
Supposons que la GK-dimension de N = Exti(M, A) aA A/P soit egale a 
o - d. Alors N @ *,,, K = Ext,d(M, A) @A K est un K-espace vectoriel a droite 
de dimension finie non nulle. On vient de voir qu’alors 
K @.4/P Exti(fl, A) 2 K. Comme GK-dim 13 = w  - d, il existe au moins un 
Clement x E fl dont l’annulateur dans A est P, sinon on aurait GK-dim I< 
w  - d, [3, 231. On a done une suite exacte de A-modules i droite: 
Si GK-dim fi’ < w  - d, le rang de Goldie de 3 est 1 et la demonstration est 
terminee. Supposons que GK-dim N’ = w  - d. En relevant un sous-module 
de i? isomorphe a A/P a #, on obtient une suite exacte de A/P-module a 
droite: 
et H = A/P II A/P est un sous-module de &. Done on a: 0 --t N--f fi + fit’ + 0 
et de proche en proche on arrive, car i est noethtrien, a une suite exacte: 
oii L est un A/P-module a droite libre de rang r et ou GK-dim fi < o - d. 
La suite des Exti donne la suite exacte de A-modules a gauche 
O=Ext;(&A)+Ext,d(fi,A)-rExt’j(L,A)&Ext;+’(&A). 
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D’apres 12 J, GK-dim Ext.,, ‘+‘(~,A)<w-d- 1, done GK-dim(Im I+v)< 
o - d - I et on a la suite exacte 
O+Ext,d(fi,A)-+Ext,d(L,A)-+Imy/-+O. 
D’oti en tensorisant a gauche par A/P: 
Torf(A/P, Im w) -+ A/P @ Ext,d(N, A) + A/P @ Ext,d(L, A) 
-+A/P@Imy/-tO. (**I 
Comme dans la demonstration de 4.5, on obtient GK- 
dim Torf(A/P, Im w) < co - d - 1; d’autre part GK-dim(Im v)/P(Im I,V) < 
GK-dim Im w < w - d - 1. La suite (**) se decompose en trois suites: 
(I) Torf(A/P, Im v)-+X+ 0, 
(2) O+X+A/P@Ext,d(#,A)+ Y+O, 
(3) O+ Y-+A/P@Exti(L,A)+A/P@Imy--+O. 
La premiere suite montre que GK-dim X < w - d - 1 d’oti S iX = 0; on a 
aussi S- *(A/P @ Im w) = 0 oti S = (A/P)\(O). Les suites (2) et (3) donnent 
I’isomorphisme: 
K aa Ext#, A) ‘v K OA Ext:(L, A) 
c’est-i-dire 
K = (K OA Ext,d(A/P, A))‘, 
oti r est le rang de L sur A/P. Done r = 1 et le rang de Goldie de N vaut 1. 
Supposons GK-dim Ext,d(M, A) @A/P < w  - d, alors necessairement 
Ext,d(M, A) @ K = (0). 
THI~OR~ME 4.7. Soient 0 une algebre de Lie resoluble de dimension w  
sur un corps k de caracteristique 0, A = U(6)), P un ideal premier de hauteur 
ddeA.Alors.uu,(P,A)#Oetpi(P,A)=Osiifd. 
Preuve. En raisonnant par l’absurde, on va supposer que 
S - ’ Ext;(A/P, A) = (0), oii S = (A/P)\(O) et on arrivera a une contradiction. 
Le A-module a droite Ext,d(M, A), M = A(A/P), &ant de type fini, on peut 
l’ecrire u,A + ..a + u,A. Par hypothese, il existe, pour chaque i, ai E S tel 
que aiui=O et [IO] il existe xE S tel que xuj=O; i= l,...,s. D’oti 
x(u,A + -.a + u,A) = 0, puisque Ext,d(M,A) est un bimodule. On a done 
trouve un element x E A, x 6Z P, tel que la multiplication a gauche par x dans 
Ext,d(M, A) soit le morphisme nul. Or la multiplication a gauche par x dans 
Ext,d(M, A) provient de la multiplication i droite par x dans M= A/P. 
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Puisque x est non diviseur de zero dans A/P, P &ant completement premier, 
la suite de A-modules a gauche suivante est exacte: 
O-A/P- m”‘tdx A/P - A/P + Ax - 0. 
On en deduit la suite exacte de A-modules a droite: 
Extj(A/P + Ax, A) - Ext;(A/P, A) 3 Ext:(A/P, A ). 
Mais la GK-dimension du A-module i gauche A/P + Ax est strictement 
inferieure a celle de A/P [3]. Done Ext,d(A/P + Ax, A) = 0 [2]. On a done: 
0 - Exti(A/P, A) % Ext;(A/P, A) 
et comme x Ext:(A/P, A) = 0, on obtient Ext,d(A/P, A) = 0 ce qui est la 
contradiction cherchee. 
Notons Ni le A/P-A-bimodule Exta(A/P, A), les Ext &ant toujours calcules 
pour ,(A/P). Puisque le A-module a droite N, est de type fini, la GK- 
dimension de A,p(Ni) est inferieure ou &gale a la GK-dimension de (Ni)a 
[ 131. Si i E d, on a GK-dim(N,) < GK-dim A/P, d’aprh 4.6. Par suite: GK- 
dim,,,(Nr) < GK-dim A/P et, pour tout sous-module Q de type fini de 
A,P(Ni), on a GK-dim Q < GK-dim A/P et alors Fr(A/P) OAIp Q = 0. 
Comme A,P(Ni) t es reunion de sous-A/P-modules de type tini et que @ 
commute aux limites inductives, il en resulte que Fr(A/P) @ Ni = 0. 
Soit A un anneau noethtrien a droite et a gauche. 
Un A-module a gauche M est indecomposable s’il ne peut s’tcrire sous 
forme d’une somme directe de deux sous-modules propres. 
Un ideal a gauche J de A est n-irreductible s’il n’est pas intersection de 
deux ideaux a gauche de A le contenant strictement. Par exemple est n- 
irrlductible un ideal complbtement premier. 
Rappelons le theoreme suivant [ 161: 
THBOR~ME 4.7. Un A-module d gauche M est injectif indecomposable si 
et seulement s’il est isomorphe a Penveloppe injective dun A-module a 
gauche de la form A/J oti J est un ideal a gauche inter-irreductible de A et, 
duns ce cas, pour tout x E M, x # 0 rid&al ci gauche Ann,x est inter- 
irreductible et M est isomorphe ci E,(A/Ann,x). 
DEFINITION 4.8. On dira qu’un A-module injectif est de type II s’il est 
indecomposable et si pour tout x E M, x # 0 tel que Ann,(x) est maximal 
parmi les annulateurs dans A d’ellments non nuls de M, alors Ann,(x) n’est 
pas un ideal bilatere de A. 
On dira que M est de type I s’il existe x E M, x # 0 tel que Ann,(x) est un 
481/83/l-IO 
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ideal premier P. 11 est alors facile de voir que P = Ann x est un annulateur 
maximal parmi les annulateurs des elements non nuls de M. En effet 
supposons P f Ann z = I. Par le theorime 4.7, E(A/P) = E(A/Z) et en posant 
S = A/P\{O} on aurait S-i Hom,(A/P, E(A/P)) = S-’ Hom,(A/P, E&4/Z)) 
c’est-a-dire Fr(A/P) = S- ’ Hom,(A/P, &4/Z)); or Hom,(A/P, E(A/Z)) est 
une extension essentielle de A/Z comme A/P-module et S-IA/Z = (0) done 
S-’ Hom,(A/P, E(A/Z)) = 0 ce qui est impossible. Brown [6] a eti amene 
aussi a introduire les modules de type I et II. 
PROPOSITION 4.9. Soit A = U(B) oti 6 est resoluble de dimension finie 
sur un corps de caracte’ristique 0 et soit M un A-module a gauche injectif: 
A lors 
(1) Le module M admet une decomposition en somme directe 
M = u v(P, A) E/#/P) LI N 
ozi LJ v(P, A) E,(A/P) est la somme directe de v copies de l’enveloppe 
injective a gauche de A/P ozi P est un ideal premier et oti N est somme 
directe de modules du type II. 
(2) Si M = u y’EA(A/P) u N’ est une autre decomposition de M du 
msme type alors v = v’ et N 2: N’. 
Preuve. (1) D’apres le theoreme 2.5 de [ 181, le module M admet une 
decomposition en somme directe d’injectifs indecomposables. Soit E un A- 
module injectif indecomposable non nul et soit x E E, x # 0, tel que 
J = Ann,(x) soit maximal parmi les annulateurs d’elements non nuls de E. 
D’apris le theoreme 4.7, .Z est inter-irreductible et E,(A/Ann,x) = E. 
Supposons que Ann,(x) soit un ideal bilatere de A et montrons qu’il est 
(complttement) premier. Si ab E Ann,(x) = J, a G J et b 6? J. Alors abx = 0. 
Done a E Ann,(bx). Si bx = 0, alors b EJ. Si bx# 0 on a 
Ann, x c Ann,(bx) car si cx = 0 alors c E .Z et comme J est bilatere cb E J 
done c(bx) = 0. Done par maximalite Ann,(x) = Ann,(bx) et ax = 0 done 
a E J. Done E = E,(A/P) et E est de type I ou bien E = E,(A/J) et E,(A/J) 
est de type II. 
(2) D’aprb la proposition 2.7 de [ 181 la decomposition de M est 
unique i permutations et isomorphismes p&s. De plus E, = E(A/P), E, de 
type I, P premier et E, = E(A/J), E, de type II, ne sont pas isomorphes. En 
effet P = Ann(z), z E E,, z # 0 et P est maximal parmi les annulateurs des 
elements non nuls de E, ; s’il existait un isomorphisme p: E, -+ E, alors 
p(z) E E, et Ann,@(z)) = P; en effet P E Ann,@(z)) est evidente et si 
ap(z) = 0 alors en appliquant (p-Ion a: acp-‘p(z) = az = 0 done a E P. 
D’autre part Ann,(p(z)) serait maximal parmi les annulateurs dans A des 
elements non nuls de E,. En effet, supposons que Ann,((p(z)) g Ann,(y), 
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YE&, YfO. Alors (p-‘(y) E E,, q-‘(y)# 0. On a Ann,(z) L 
Ann,(cp-i(y)); en effet si az = 0, acp(z) = 0 done uy= 0 et acp-‘(y) = 0. 
Comme Ann,(z) est maximal on a Ann,(z) = Ann,((p -i(y)). 11 en resulte 
que Ann,(y) = Ann,(rp(z)) car si ay = 0 alors acp -I ( y) = 0 done az = 0 
done up(z) = 0. Par suite ceci contredirait le type de E,. 
En conservant les hypotheses de 4.9: 
PROPOSITION 4.10. Soit Ei le i-&me terme de la &solution injective 
minimule de A. Alors 
Ei = u vi(P, A) E(A/P) LI Ni 
PESPWA) 
06 Ni est une somme directe d’injectifs indkcomposubles de type II et E(A/P) 
est un injectif indkomposuble de type I et renveloppe injective sur A du A- 
module ci gauche A/P oli P est premier. De plus vi(P, A) = ,q(P, A). Done 
vi(P, A) = 0 si i # ht(P) et seuls uppuruissent duns le premi&e somme directe 
les idkuux premiers de huuteurs i. On a vd(P, A) # 0 si d = ht P. 
Preuve. Montrons d’abord que pout tout P on a S - ’ Hom,(A/P, Ni) = 0. 
Si Hom,(A/P, Ni) # 0, il exis_te f: A/P-+ E_(A/I), f # 0; oti E(A/Z) est 
irrbductible de type II. Alorsf( 1) E E(A/Z),f( 1) # 0, et Pf( 1) = 0. Done P c 
Ann f(i); soit z E E(A/I), z # 0 tel que P c Ann(z) et que Ann(z) = J soit 
maximal parmi les annulateurs des elements non nols de E(A/I). On a, 
puisque E(A/Z) est de type II, Pf Ann(z) et E(A/Z) = E(A/J). Mais 
HomA(A/P3 EA(A/J)) est une extension essentielle de A/J. Done si 
S = A/P\{O}, S-’ Hom,(A/P, E,(A/J)) = (0) car S-IA/J= (0), PC J. 
D’ou S -. ‘f = 0. 
On montre de la meme facon que S -’ Hom,(A/P, E(A/Q)) est nul si 
Q #P. En effet si S-’ Hom,,(A/P, E(A/Q)) n_‘est pas nul, il existef: A/P -+ 
E(A/Q) non nul. On a Pf(1) = 0; commef(1) # 0 et que A/Q est essentiel 
dans E(A/Q), ‘1 1 existe u E A, uf(i) # 0 et uf(i) E A/Q. Soit y E A, jj= uf(i) 
alors y k? Q et Py E Q. Comme Q est completement premier, P est contenu 
dans Q. Supposant P f Q, on termine comme precldemment pour demontrer 
que S- ’ Hom,(A/P, E(A/Q)) = 0. On a done S- ’ Hom,(A/P, Ei) = 
u vi(P, A) S-’ H om,(A/P, E(A/P)) = u vi(P, A) S-’ Hom,,,(A/P, 
EAIP(A/P)) = u v,(P(A) Fr(A/P). Or: 
Hom,(A/P, Ei) = Extj,(A/P, A). 
Done S-’ Exti(A/P, A) = u vi(P, A) Fr(A/P) = u pi(P, A) Fr(A/P). D’ou 
vi(P, A) =pi(P, A). Par suite si i < ht P, Ext>(A/P, A) = 0. Done v,(P, A) = 0. 
Enfin v,(P, A) = ,ud(P, A) # 0. 
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COROLLAIRE 4.11. On a E, = UhtPzd,ud(P,A) E(A/P) LI N, pour tour 
d. Si, de plus 8 est nilpotente, on a ,ud(P, A) = 1. 
Preuve. La premiere partie est Cvidente. Si (Ij est nilpotente 
S-r Ext:(A/P, A) = Extip(Ap/PAp, A,,) = 0 si i > d car A, est regulier de 
dimension d. D’autre part on a Ext2p(AJPA,, AP) = Ap/PAp @ A, = A,/A, P 
[ 161. D’oti le resultat. I 
On retrouve ainsi une n-ieme demonstration de la catenarite de A si 8 est 
nilpotent. Pour cell il sufftt de verifier (par une demonstration identique au 
cas commutatif): 
PROPOSITION 4.12. Soit 6 nilpotent et soit P 3 Q avec ht P/Q = 1, alors 
si ,u’(Q, A) > 0, on a $“(P, A) > 0. 
Preuve. On localise en P et on applique mot i mot la demonstration du 
resultat correspondant de [ 11. On pose R = A,, P’ = PA,, Q’ = QAp. 
On choisit x E P’\Q’, x centralisant modulo Q’. Alors la suite 0 + R/Q’ + 
R/Q’ + R/(Q’ + Rx) + 0 est exacte. Done 
Ext;(R/Q’, R) -5 Ext;(R/Q’, R) - Extkf ‘(R/Q’ + Rx, R). 
Or x E rad(R). Done ExtS’(R/(Q + Rx), R) # 0 et comme R/Q’ + Rx est 
de longueur tinie, ceci entraine Extf+ ‘(R/J, R) # 0 oti A est l’ideal 
maximal de R. [ 
Si 0 est resoluble, on a Cvidemment ,u,,(P, A) = 1 si P = (0), de plus si k 
est algebriquement ~10s: 
PROPOSITION 4.15. On a p,(P, A) = 1 si P est un idPa premier de 
hauteur 1. 
Preuve. On a: E, = u PEPfAfp(P, A) E,(A/P) LI N, oti P(A) designe I’en- 
semble des ideaux premiers de hauteur 1 de A. Soit SZ(A) le semi-centre de 
A et T= SZ; de l’egalid A = nPEPfAj A, n T-‘(A) (cf. Section 2) resulte la 
suite exacte: 
O-K/AL .GA, KIAP x Jv-‘A, 
oti K est le corps des fractions de A et A l’application diagonale. De la 
demonstration de 2.1, resulte que si x E K, alors x E A, sauf pour un nombre 
tini de P E P(A); done A est a valeurs dans la somme directe: 
u K,‘Ap LI K/T-IA. 
PEP(A) 
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Puisque A, est un anneau de valuation de K, K/A, est un A,-module injectif 
indecomposable. 11 est facile de voir que K/A, est A-injectif, car toute 
application A-lineaire f d’un ideal a gauche I de A dans K/Ap, se prolonge en 
une application ~Jineaire f, de Zp da_ns K/A, definie par &(x/f) = t - ‘f(x), 
x E I, t @J P. D’ou un prolongement f, de f, a A, dont la restriction a A 
fournit un prolongement def: 
Les K/A,,, P E P(A), sont les injectifs indecomposables de type 1, K/A, 
est isomorphe i l’enveloppe injective sur A de A/P; en effet si x E K il existe 
une puissance de P, soit n, tel que P”x E A, done Ann,(f) = P si X E K/Ap, 
X # 0, et si Ann,@) est maximal parmi les annulateurs dans A d’elements 
non nul de K/A,,. 
D’autre part, soit X E K/T-IA, x E K, x @ T-IA tel que Q = Ann,(f) soit 
maximal dans A, parmi les annulateurs d’elements non nuls K/T-‘A. 11 est 
clair que Q # 0. Si Q etait un ideal bilatere, il existerait s E Q, s E SZ(A), 
s # 0; alors sx E T-IA et x E T-‘A; d’ou X = 0, ce qui est impossible. Le A- 
module K/T-IA n’est pas necessairement injectif mais son’ enveloppe 
injective est somme directe d’injectifs indicomposables du type II; en effet 
posons X= K/T-IA et soit y E EA(X), l’enveloppe injective de X, y # 0. 
Alors il existe a E A, 0 # uy E X. Supposons I = Ann,(y) maximal parmi les 
annulateurs dans A d’eliments non nuls de X et I bilatke; considerons un 
element z E X, z # 0 tel que Ann,(z) soit maximal parmi les annulateurs 
d’elements non nuls de X qui contiennent Ann&). Si by = 0, alors bay = 0, 
puisque I est bilatere; done b E Ann(z). D’ou l’inclusion I G Ann(z); de la 
maximalite de I, resulte l’egalite Z = Ann(z) et Ann z, z E X, serait bilatke, 
ce que l’on a vu etre impossible. 
PROPOSITION 4.16. Soit 0-A + -+E,+E,-+ . . . me resolution 
injective minimale du A-module ci gauche A. Soit P un ideal premier de A de 
hauteur d et supposons que le rang de Goldie du A/P-module ci gauche 
A/P Oa Exti((A/P)A, AA) soit egale d 1. Alors Tor dh, E,(A/P) = d = 
Tor dh, E, 06 E,(A/P) est Penveloppe injective du A-module ci gauche A/P. 
Preuve. Puisque E,(A/P) est facteur direct de E,, on a: 
Tor dh, E, (A/P) < d d’apres 4.1. On va supposer que Tor dh, E,(A/P) < d 
et arriver a une contradiction. En effet de l’inegalite stricte prectdente resulte, 
par definition de Tor dh, que TorA,(M, E,(A/P)) = 0 pour tout A-module a 
droite M et en particulier pour M = A/P. D’ou 0 = TorA,(A/P, 
Hom,(A, E(A/P))) = Hom,(Ext,d(A/P, A), E(A/P)). A fortiori on aurait 
Hom,(A/P @ Ext,d(A/P, A), E(A/P)) = 0. Mais d’apres I’hypothese, A/P @ 
Ext:(A/P, A) = N contient un sous-module isomorphe a A/P, done l’ap- 
plication de A/P dans E,(A/P) se prolonge en un homomorphisme non nul 
de N dans E(A/P), ce qui contredit Hom,(N, E(A/P)) = 0. 
La fin du paragraphe consiste i demontrer le theoreme suivant: 
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THI~OR~ME 4.1 I. Soit 0 une alg6bre de Lie Gsoluble de dimension finie 
o sur un corps k de caracttfristique 0 et P un idt!al premier de hauteur d de 
U(B) =A. Alors ,uti(P, A) = 1. 
Preuve. Pour demontrer le theoreme, on commencera par le cas oti 0 est 
completement resoluble et la demonstration se fera par recurrence sur w i 
partir du cas evident ou w = 1. D’autre part on pourra ne considerer que le 
cas oti d > 1. Une fois le cas completement resoluble Ctudie on s’y ram&era 
par une extension finie galoisienne de k. 
Supposons done 0 completement resoluble, o > 2 et le theoreme demontre 
pour toute algebre de Lie completement resoluble de dimension @J - 1. 
Soient Z un ideal de Q de codimension 1 et B = U(Z) son algebre envelop- 
pante. Alors le thioreme est vrai pour B. On a: A = B[X, S], 6 &ant une 
derivation de B et X une indeterminee. L’ideal Q = P n B est un ideal 
complttement premier de B et S(Q) E Q; d one QA = AQ est un ideal bilatere 
de A. Posons C = A/QA et P’ = P/QA; il est clair que C = B/Q[X, 61, done 
C est integre, et P’ est un ideal completement premier de C. Puisque A est un 
module libre, a droite et a gauche, sur B, on montre facilement les 
isomorphismes Ext$(C, A) z A Oe Ext’,(B/Q, B) N C 6Jg Ext$(B/Q, B) pour 
tout j, ou Ext$(C, A) est muni de la structure de C-module a gauche 
provenant de la structure de C-module a droite sur C. D’autre part, d’apres 
[23], GK-dim A - d = GK-dim A/P et, puisque B/Q est une sous-algibre de 
A/P, on a GK-dim B/Q < GK-dim A/P. Done GK-dim B/Q = GK- 
dim A - 1 - ht Q < GK-dim A - d et d - 1 < ht Q; ceci entraine en 
particulier que Exti,(C, A) = C & Ext$(B/Q, B) = 0 pour j < d - 1. On va 
examiner successivement deux cas, suivant que P = QA ou non; dans le 
premier cas, on arrivera assez facilement au resultat pour un calcul direct; 
dans le cas general ou P$ QA, on utilisera une suite spectrale de 
changement d’anneaux. Remarquons que si P = QA alors ht Q = ht P = d et 
si P 2 QA alors ht Q = d - 1; en effet on a: GK-dim A/P = w - d, GK- 
dim A/QA = w - ht(QA) = GK-dim B/Q[X, 6]= 1 + GK-dim A/Q, d’apres 
un resultat non publie de Lenaghan; d’ou GK-dim A/QA = 
1 +w- 1 -htQ=w-htQ. Done si P=QA, htQ=d, si P$QA on a 
ht QA = ht Qs ht P = d. Des inegalites d - 1 < ht Q < d resulte alors que 
ht Q=d- 1. 
Supposons done que P = QA = AQ; on a alors C = A/QA = A/P. Par 
hypothese de recurrence, on a: pu,(Q, B) = 1. L’isomophisme Ext$(A/P, A) = 
C ae Ext’,(B/Q, B) entraine l’isomorphisme 
Fr(C) OC Ext$(A/P, A) N Fr(C) Og Ext’,(B/Q, B), (*I 
oti Fr(C) designe le corps des fractions de C = B/Q[X, 61; comme S = 
(B/Q)\{O} est un systime de Ore a droite et a gauche dans C, Fr(B/Q) est 
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un sowcorps de Fr(C) et Fr(C) est isomorphe comme Fr(C) - Fr(B/Q)- 
bimodule a Fr(C) OFrtBIP) Fr(B/Q). Done: 
l+(C) 63, Extj,P/Q, B) = WC) OFr(BIPj VW/Q) OS Extjs@/Q, WI. 
D’oh, pour j = d, l’isomorphisme (*) entraine: 
Fr(C) Oc Ext,d(A/P, A) N Fr(C); 
il en resulte que pu,(A/P, A) = 1. 
Examinons le cas oti P$ QA et considerons la suite spectrale associee aux 
modules : c(C/P’>, ,A, AC,: 
E$j = Ext;(C/P’, ExtjA(C, A) =S H’+j = Ext6+‘(A/P, A). 
Appliquons la proposition 5.7 du chapitre XV [7]. On a E’;‘= 0 darts 
chacun des trois cas suivants: si i + j = d, i # 1 et i # 0, car alors ou bien 
i<Ooubienj<d-l=htQ,sii+j=d+leti)3,caralorsj~d-2,si 
i + j = d - 1 et i < -2. Done la suite suivante est exacte: 
,y’,d-1 ~ Hd ~ E;.d-I+ 1 = ,r$d, 
2 
Nous poserons X = Eiqd- ’ = Extr(A/P, C Og Extf ‘(B/Q, B)) et Y = E$d = 
Horn&A/P, Ext,d(C, A)). 0 n a done la suite exacte de A/P-modules a 
gauche: 
X-+ Ext,d(A/P, A) -+ Y. (**I 
Montrons que Fr(A/P) OAIP Y= 0. Posons S = (B/Q)\O, S est un 
systeme de Ore i droite et a gauche de C, Y est un sous-B/Q- 
module de C BBIQ Exti(B/Q, B) et Fr(B/Q) = S-‘B/Q. On a S-’ Y 5 
WWQ) OB,& OBIQ Exti#VQ9 BN g C OB,Q(WB/Q> @8,QExti#VQdW 
= 0 car ht Q = d - 1. Done S- ’ Y = 0. D’autre part Y est un A-module a 
droite de type fini pour la structure de A-module a droite qui provient de 
celle de Ext,d(C, A). Done Y = x1 A + . .. + x,A et pour chaque xi il existe 
si E B/Q tel que sixi = 0 d’oti l’existence de s E B/Q, s # 0, tel que sxi = 0 
pour i = l,..., r. Alors sY=O. Done P f Ann, Y. Par suite 
Fr(A/P) @A Y = 0. I1 resulte de cela et de (**) la suite exacte: 
Fr(A/P) aA X+ Fr(A/P) @A Ext:(A/P, A) --) 0. 
On demontre ensuite que Fr(A/P) aA X = Fr(A/P); il en resultera, puisque 
&(P, A) # 0, l’isomorphisme Fr(A/P) N Fr(A/P) @A Exti(A/P, A), d’oi 
pd(P, A) = 1. Posons L = Fr(B/Q), alors Fr(B/Q) aen C = L[X, 61, et 
posons Z = C Be Ext;-‘(B/Q, B) = C &,c Ext;-‘(B/Q, B). Alors 
L [X, 61 mc Ext;(A/P, Z) = (WBIQ) OBia C) Oc Ext&UP, Z> = 
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Fr(B/Q) @ala Ext;(A/P, Z) = Ext&.(S-‘(A/P), S-‘Z) oti S = (E/Q)\(O) 
est un systeme de Ore dans C, S-‘C=L[X,6]; on a S-‘Z= 
s-‘COs-IB,Q S-’ Extg-‘(B/Q, B) = L[X, 61 oL L d’apres l’hypothese de 
recurrence. D’ou S-‘Z = L[X, 61. Done L[X, S] oc Extk(A/P, Z) = 
Ext& (S - ‘(C/P’), LPI 4) c’est-a-dire we L[X,6] c&X= 
Ext~,x,sl(S-‘C/P’S-‘C, L[X, 61). Mais 
WA/P) C% X = WA/P) OLIx,sl CL K 61 Oc X> 
et Fr(A/P) @a,p X = Fr(A/P) Oc X car A/P est un quotient de C 
WA/p) Oa,p X= Fr(A/P) OLLx,sI Ext~~X,BI(S-‘C/P’S-‘C, L [X, 61) 
et Fr(A/P) = Fr(S-‘C/P’S-‘C). On est ramene a Ctudier le cas ou L[X, 61 
est une extension de Ore d’un corps gauche L; c’est un anneau principal a 
droite et i gauche; P’L [X, 61 est un ideal bilatere complitement premier. 
Soit h un generateur i gauche de P’L[X, 61. On a I’expression 
Fr(L [X, 61/L [Xd]h) OLIx 6I Ext&,,& [X, 61/L [X 4k L [X9 4). D’aprks 
[8] on sait que h est un element normalisant de L[X, 61, qui peut d’ailleurs 
etre central, et L(X, 6]h est maximal a droite et a gauche car il est 
completement premier. D’apres le theoreme 2.4 de [ 1 ] l’idlal completement 
premier L[X, 6]h est localisable. Si V dtsigne le localise de L[X, 61 en 
L[X, 6]h, alors V est un anneau de valuation discrete de rang 1 de son 
corps des fractions F et V/hV est le corps residue1 de V. 
Done W-P’, WL[X W) OLLx,6I ExtZIx,sI(LIK 6]/L[X, 6lk LIX 61) = 
Extb( V/hV, v). Le V-module F/V est un V-module injectif indecomposable 
et c’est l’enveloppe injective sur V de V/hV. Done Extb( V/hV, V) = 
Hom,(V/hV, F/V) ‘v Hom,(V/hV, V/hV) = V/hV = Fr(L[X, S]/L[X, 6)h) 
= Fr(A/P). 
Supposons l’algebre de Lie resoluble G quelconque et soit zune extension 
galoisienne finie de k telle que ff@, 8 soit completement resoluble. Si P est 
un ideal premier de A = U(0) alors, d’apres 3.4.2, [ 101 ff@ P= 
PI n *.- n ps ou les pi sont des ideaux premiers de E 0 A que permute tran- 
sitivement le group de Galois de l sur k et P = A n pi pour tout i = I,..., s. 
De plus [ 25 1, d = ht P = ht p’ pour i = l,..., s. 
Si s = 1 alors Ext,d@/p, 2) = k”@,, Ext,d(A/P, A). D’aprbs la premiere 
partie de la demonstration Ext%(J/p, A) est un J/p-module a gauche de rang 
de Goldie egale a 1 done de la forme U + W ou UN x/p et ou tout x E W a 
pour annulateur dans x un ideal a gauche Z contenant strictement F. D’apres 
un resultat de S. Yammine (261 dont on trouvera une demonstration plus 
loin, un tel ideal a gauche Z coupe A en un ideal a gauche de A qui contient 
strictement P. Done en posant T = A/P\(O) on a: T-‘(/i/Z) = 0 pour tout tel 
ideal Z et par suite T-’ W= (0) d’oti T-’ Ext,d@/p,A) ‘v T-‘(x/p) = 
F@, T-’ Ext,d(A/P, A) et Tp’(J/P”) = T-‘(l@ A/P) = ff@ Fr(A/P). Done 
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necessairement ,u#, A) = 1. Supposons que s > 2. Alors on a une suite 
exacte de A -bimodules 
ou A est l’application diagonale et oti R est un ideal bilatere de A’ contenant 
strictement les Fi, i= l,... , s, d’oti d’aprb le lemme cite de S. Yammine, 
T- ‘x/R = (0). P ar suite k”@ Fr(A/P) ? ni= i T-’ x/Pi ; de plus puisque 
ht R 4 d, il resulte de la suite exacte prtddente, la suite exacte de x/c@ P- 
modules a gauche: 
s 
0 --t ,F, Ext#& x) -, ff@, Ext:(A/P, A) -, Ext,d+ I(@?, 1); 
T = (A/P)\(O) est un systeme de Ore dans x/E@ P = f @ A/P et 
Ext,d+ ‘(x/R, 6) est un J/R-module i gauche. Done T-’ Ext;’ ‘(z/R, x) = 0. 
D’oii: 
fi- 
T ’ Extff($&, 2) N ff@, T-l Ext,d(A/P, A). 
D’aprb la premiere partie de la demonstration, chaque Ext$(x/pi, x) est 
de rang de Goldie egale a 1 sur z/pi. Done Ext‘#/pi, 2) = UL+ Wi, 
* uiGip. T-‘Wi=O. 
i?@, S-’ Ex;:(A;:, A) 
On a done n;= I T-‘(A/&) C= 
et n;=i T-‘(x/P”,) N I? @ Fr(A/P). Done 
,u,(P, A) = 1. 
Pour terminer la demonstration de 4.17 il suffit de demontrer le lemme 
suivant qui n’est qu’un cas particulier dun resultat de S. Yammine, corollaire 
1.2 de [26]. 
LEMME 4.18. Soit A = U(6), 0 une alg”bre_ $T Lie Gsoluble de 
dimension finie sur un corps k de caracttfristique 0, k une extension de degre’ 
fini de k, A” = f @ U(6). Soit p un id&al premier de 2 et fun idbal ci gauche 
de A” tel que Fc~ Si FnA =TnA alors p=f 
Preuve. 11 sullit de verifier que fg l? Posons P = P” n A. Alors A = A/P 
est un sowanneau de A-/p. Si y n’itait pas contenu dans p, J = ffp serait un 
ideal a gauche propre de A-/p. 11 existerait x E J, x # 0, done x non diviseur 
de zero dans i/p. Mais x est entier a gauche sur A/P c’est-i-dire verifie une 
relation xn + a,- 1 x”- ’ + . . . + a,, = 0 oti ai E A/P ([25] 2.4). 11 existerait 
done x’ EJ/p, x’ # 0 tel que x’x E A/P\(O} ([25], Proposition 2.3(2)). 
Done 0 f x’x E J ce qui contredit le fait que Jn (A/P) = (0). 
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6. DUALITY ENTRE TOR ET EXT 
PROPOSITION 5.1. Soir 6 une algebre de Lie resoluble de dimensionfinie 
sur un corps k de caracteristique 0, P un ideal premier de hauteur d de 
A = U(6). Alors si K designe le corps des fractions de l’anneau A/P, on a 
pour tout A-module a gauche N de type fini: K OAIp Ext:(A/P, N) = 0 
si i>d et KO,,, Ext;-I(A/P, N) N K oAIp Tor;(Ext,d(A/P, A), N) N 
Tor:(K 0 Ext,d(A/P, A), N) pour 0 < i < d. 
Preuue. Pour demontrer la premiere partie de la proposition, on procede 
par recurrence sur la dimension homologique sur A du A-module N. Si N est 
libre de type fini, l’assertion resulte immediatement de 4.7. Supposons que 
l’assertion soit vraie pour tout A-module de type fini et de dimension 
homologique <t - 1 et soit t = dh, N, t > 1. On considere une suite exacte: 
0 -+ N’ -+ L -+ N + 0 ou L est un A-module libre de type tini; alors dh, N’ = 
t - 1. Pour tout j < d on a la suite exacte de A/P-modules: 
Ext; (A/P, L) -t Extj, (A/P, N) j ExtjA+ ‘(A/P, N’) 
et puisque S = (A/P)\{01 es un systeme de Ore dans A/P, done dans tout t
A/P-module a gauche, on obtient 
D’ou K OajP Ext’,(A/P, N) = (0). Considirons le foncteur T, de la categoric 
des A-modules i gauche de type fini dans la categoric des K-espaces 
vectoriels, suivant: T(N) = K OAIp Ext,d(A/P, N). C’est un foncteur 
covariant, exact a droite: si 0 + N’ -+ N -+ N” + 0 est une suite exacte de A- 
modules a gauche de type fini, on a la suite exacte de K-espaces vectoriels a 
gauche: T(N’) + T(N) + T(N”) + 0 d’apres ce qui precede. D’autre part, on 
veritie facilement que le i-eme derive de T coincide avec 
K @ Ext,d-‘(A/P, -). Considerons le foncteur G = K @a,p Ext,d(A/P, A) Oa-; 
c’est un foncteur covariant exact 1 droite. 11 suffit de verifier que F coincide 
avec T pour en deduire que leurs derives coincident. On a tvidemment 
G(L) N T(L) pour tout A-module libre de type fini L et si L--t L’ est un 
morphisme de A-modules a gauche libre de type Iini, le carre: 
G(L) - G(L’) 
I I 
T(L) - T(L’) 
est commutatif. Si N est un A-module a gauche de type fini arbitraire, soit: 
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L, + L, + N --) 0 une presentation libre de type fini de N. D’ou le 
diagramme: 
G(L,)-G(L,)-G(N)-0 
T(L,) ---+ T(L,)- r(N) - 0 
ou le premier carre est commutatif. On en deduit un isomorphisme: 
G(N) N T(N). On a ainsi les isomorphismes: 
K @A,P Exti-‘(A/P, N) ‘v Tor:(K 0 Ext,d(A/P, A ), N) 
pour 0 < i < d. Le second isomorphisme resulte du lemme bien connu 
suivant: 
LEMME 5.2. Soit P un idt!al compl&ement premier d’un anneau R 
noethkrien ci droite et ci gauche. Soit L le corps des fractions de R/P. On a 
des isomorphismes fonctoriels: 
L @IZIP To$(R/P, -) cz Tor/R(L, -) pour tout j, oli la structure de R/P- 
module ti gauche sur TorT(R/P, -) provient de celle de RIP. 
Preuve. De la suite spectrale suivante: 
Torf’P(L, TorT(R/P, -)) 3 TorT+j(L, -) 
resulte, puisque L est plat comme A/P-module a droite, les isomorphismes: 
L ORIP TorT(R/P, -)- TorT(L, -). 
Remarquons que lorsque K OAIP Ext$(A/P,A) est isomorphe a K comme 
A - A-bimodule, l’isomorphisme de 5.1 devient: K OAIp Ext,d-‘(A/P, N) N 
Tor:(K, N) N K @a,p Tor#/P, N) pour 0 < i < d. Un tel isomorphisme est 
demontre pour tout i et tout A-module a gauche N lorsque 8 est nilpotente 
1161. 
Un tel resultat est encore valable pour l’algebre resoluble de dimension 2, 
8 = ku @ kv avec [u, v] = u. En effet dans ce cas le semi-centre de 
A = U((s) est l’anneau k[u] = B des polynomes en une indeterminee sur k. Si 
P=(O) on a K@,(A@N)=K@,Hom,(A,N) et K@Ext;‘(A/P,--)= 
Tort(Fr(A), -) = 0 pour i > 0. Si P # (0), P est engendre par une suite 
reguliire normalisante de longueur 1 ou 2 et Torf(A/P, N) ‘v Ext,d-‘(A/P, N) 
pour d = 1 ou 2 et tout i, d’apres ([ 161, Prop. 2), et tout A-module a 
gauche N. 
On va obtenir ce risultat pour des algebres resolubles quelconques avec 
des hypotheses supplementaires sur P. 
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LEMME 5.3. Soit A = U(B), 8 resoluble, et P un ideal premier de 
hauteur d de A et I un A-module a gauche injectif: Alors on a 
TorjA (A/P, I) = 0 pour j < d, 
oti A/P est considere comme A-module a droite. 
Preuve. Comme Z est injectif, A noetherien et A/P de type fini sur A on a 
les isomorphismes 
Torf (A/P, I) = TorjA(A/P, Horn, (A, I)) = Horn, (Exti, (A/P, A), Z), 
06 la structure de A-module a gauche de ExtjA(A/P,A) provient de la 
structure de A-module i gauche de A. Comme Ext’,(A/P, A) = 0 si j < ht p, 
on a resultat. 
LEMME 5.4. Soit P un ideal premier de A = U(G). Si Fr(A/P) @ 
Torq(A/P, I) = 0 pour i > ht P et pour tout A-module a gauche injectif alors 
Fr(A/P) 0 Torf (A/P, -) = 0 pour i > ht P. 
Preuve. Soit N un A-module i gauche. On raisonne par recurrence sur la 
dimension injective de N. Le lemme est vrai par hypothtse si di N= 0. 
Supposons que di N= u > 1 et le lemme demontre pour tous les A-modules a 
gauche de dimension injective <u - 1. Soit I l’enveloppe injective de N. On a 
O+N-++N’+O et di N’=u- 1. D’oti la suite exacte: 
Torf, , (A/P, N’) -+ Tort (A/P, N) -+ Torf (A/P, Z). 
D’ou en tensorisant par le A/P-module a droite plat Fr(A/P) @ 
Torf(A/P, N) = 0 si i > ht P. 
LEMME 5.6. Soit P un ideal premier de A = U(G), 8 resoluble, et I un 
A-module a gauche injectif: On suppose que, pour tout j # d, le A-module a 
gauche Exti((A/P), , AA) est annule’par P. Alors: Fr(A/P) aA Tor,y(A/P, I) = 
(0) pour j # d. 
Preuve. Puisque,l est injectif, on a les isomorphismes: 
Tory((A/P)A, I) = Tory((A/P)AqA Hom(A, I)) 
= Hom,C,Ext’,((A/P), , AA), 1) 
oli la structure de A-module a gauche de M = Ext$((A/P),, , AA) provient de 
celle de A. D’apres 4.6, on a Fr(A/P) aa M = 0 si j # d. Par hypothbe M 
est un A/P-module a gauche. Done Hom,(M, I) = Hom,,,(M, J) oti J 
designe l’annulateur de P dans 1. Alors Fr(A/P) @A Hom,(M, I) = 
S-’ Hom,,,(M, J) ou S = (A/P)\(O). D’autre part M est un A/P-module a 
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gauche de type fini et M[S-‘1 = 0 pourj# d, d’apres 4.7. Si xi,..., x, est un 
systeme de generateurs du A/P-module i gauche M, il existe s & P tel que 
xis = 0 pour i= l,..., r. Done, puisque M est un bimodule, MS = 0. Si 
fE HomA,,( on a @f)(m)= f(m) = 0 pour tout m E hf. Done 
S-’ Hom,,,(M, .Z) = 0 et par suite Fr(A/P) @ TorjA((A/P)A, Z) = 0, j # d. 
PROPOSITION 5.7. Soit 6 une algebre de Lie resoluble de dimension firtie 
sur un corps k de caractdristique 0. Soit P un ideal premier de hauteur d de 
A = U(6). On suppose que P ExtL((A/P), , AA) = 0 pour tout i et que 
Ext:((A/P)A, AA) @ Fr(A/P) est isomorphe C? Fr(A/P) comme A-bimodule. 
Alors on a, pour tout A-module a gauche N et tout i, un isomorphisme: 
Torf (Fr(A/P), N) N Ext:-‘(Fr(A/P), N). 
Preuve. 11 suffit de prouver que pour tout A-module a gauche injectif I, 
on a: 
Tori(Fr(A/P), I) N Fr(A/P) @a,p Hom,(A/P, Z) 
de telle sorte que si I+ I’ est un homomorphisme de A-modules injectifs 
alors le diagramme suivant est commutatif: 
Tori(Fr(A/P), I) --+ Toei(Fr(A/P), Z’) 
I 
Fr(A/P) aA Horn, (A/P, I) - Fr(A/P) Oa Horn, (A/P, Z’). 
Ensuite un raisonnement par recurrence sur la dimension injective 
(nicessairement finie) de N fournira la proposition. 
On peut supposer que Z est indecomposable car Tor commute aux sommes 
directes ainsi que Hom,(A/P, -) qui est l’annulateur de P dans (-). On 
montre comme dans 4.10 que Fr(A/P) OAIP Hom(A/P, Z) = 0 si Z est de 
type II ou si Z est de type I et de la forme E(A/Q) oti Q est un ideal premier 
de A, distinct de P. Si Z = E(A/P) alors: Fr(A/P) OAIP Hom,(A/P, Z) = 
Fr(A/P) comme A-module a gauche. D’autre part Torf(Fr(A/P), I) = 
Fr(A/P) 0 TorA,(A/P, I) = Fr(A/P) @ Torj(A/P, Hom(A, Z)) = Fr(A/P) @ 
Hom,(Ext,d((A/P), , AA), Z). Par hypothese Exti((A/P)A, A,,) est un 
A/P-module et on verifie comme prectdemment we 
Fr(A/P) @ Hom,(Ext,d((A/P)A, A,,,), I) = 0 si Z n’est pas isomorphe a 
E(A/P). Si Z = E(A/P), WA/P) Oa Hom,(Extf:((A/P), , AA), 1) = 
S-i Hom,,,(Ext:(A/P, A),.Z) ou .Z est l’annulateur de P dans I. 
D’ou Torj(Fr(A/P, I) = Hom,,o,,,(S-’ Exti(A/P, A), S’J) = 
Horn FrlAIPdWW)r WA/P)) = WW). 
Enfin si (p: I+ I’ est un homomorphisme de A-modules injectifs, on peut 
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supposer, d’aprks ce qui prickde que I = I’ = E(A/P). D’oti en posant K = 
Fr(A/P) et S = (A/P)\(O) une suite de car& commutatifs: 
K @ Torf(A/P, E(A/P)) - K @ Tori(A/P, E(A/P)) 
12 I1 
K @ Hom,(Ext,d(A/P, A), E(A/P)) - K @ Hom,(Ext,d(A/P, A), E(A/P)) 
II II 




K @ Hom,(A/P, E(A/P)) - K 0 Hom,(A/P, W/P)) 
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